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Àííîòàöèÿ
Ïîëó÷åíû ýåêòèâíûå ãàìèëüòîíèàí, îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà è óðàâíåíèÿ
Áëîõà äëÿ îïèñàíèÿ êîãåðåíòíûõ ïåðåõîäíûõ ÿâëåíèé, âûçâàííûõ ðåçîíàíñíûì âçàèìî-
äåéñòâèåì èìïóëüñà êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ àòîìíî-îòîííûì êëàñòå-
ðîì, ëîêàëèçîâàííîì â ìèêðîðåçîíàòîðå. Â êà÷åñòâå äåìîíñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ ðàçâè-
òîé òåîðèè ðàññìîòðåíà îïòè÷åñêàÿ íóòàöèÿ â èñêóññòâåííîé ñðåäå îäèíàêîâûõ àòîìíî-
îòîííûõ êëàñòåðîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àòîìíî-îòîííûé êëàñòåð, ïîëèíîìèàëüíàÿ àëãåáðà, îïåðàòîð
Êàçèìèðà, ìèêðîðåçîíàòîð, óðàâíåíèÿ Ëèíäáëàäà, ìîäåëü Òàâèñà Êàììèíãñà.
Ââåäåíèå
Â ðàáîòå [1℄ ðàññìîòðåíî ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå àòîìîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â îä-
íîìîäîâîì ðåçîíàòîðå, è ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà àòî-
ìîâ ñ ïîëåì ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû è âíåøíèì êâàíòîâàííûì øèðîêîïîëîñ-
íûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì (òåðìîñòàòîì) ìîæíî ãîâîðèòü î åäèíîì îáðàçîâà-
íèè  àòîìíî-îòîííîì êëàñòåðå. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçëó÷å-
íèå àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà, èìååò ñòàíäàðòíûé âèä Ëèíäáëàäà, â êîòîðîì
îáðàçóþùèå àëãåáðû óãëîâûõ ìîìåíòîâ, âîçíèêàþùèå â ñëó÷àå îïèñàíèÿ ñïîíòàí-
íîãî èçëó÷åíèÿ îáû÷íûõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, çàìåíåíû íà îáðàçóþùèå ïîëè-
íîìèàëüíîé àëãåáðû òðåòüåãî ïîðÿäêà. Íà ñîñòîÿíèÿõ àòîìíî-îòîííîãî êëàñòå-
ðà ðåàëèçóþòñÿ íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû òðåòüåãî
ïîðÿäêà, à åå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ è îïåðàòîðû Êàçèìèðà îïðåäåëÿþò
ñâîåîáðàçèå ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïèñàíèå àòîìîâ è îòîíîâ â ìèêðîðåçîíà-
òîðå â ïîëå ðåçîíàíñíîé êîãåðåíòíîé âîëíû â óñëîâèÿõ êîìáèíàöèîííîãî ðåçî-
íàíñà, àíàëîãè÷íîãî ðàññìîòðåííîìó â ðàáîòå [1℄ äëÿ êâàíòîâàííîãî øèðîêîïî-
ëîñíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýåêòèâíûå ãàìèëüòîíèàí è äè-
ïîëüíûé ìîìåíò àòîìîâ è îòîíîâ ìèêðîðåçîíàòîðà â ïîëå êîãåðåíòíîé âîëíû
òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå òîé æå ñàìîé ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû òðå-
òüåãî ïîðÿäêà, ÷òî è â ðàáîòå [1℄. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî è â çàäà÷àõ íåëèíåéíîé
îïòèêè, êàê è â ñëó÷àå ñïîíòàííîãî ðàñïàäà, àòîìû è îòîíû ìèêðîðåçîíàòîðà â
óñëîâèÿõ êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà ñ ó÷àñòèåì êâàíòà ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû
è âíåøíåé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû âûñòóïàþò êàê åäèíîå îáðàçîâàíèå  àòîìíî-
îòîííûé êëàñòåð, à âîçíèêàþùàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ àëãåáðà òðåòüåãî ïîðÿäêà ÿâ-
ëÿåòñÿ àëãåáðîé äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè çàäà÷ ñ ó÷àñòèåì àòîìíî-îòîííîãî êëà-
ñòåðà ïðè óêàçàííûõ çäåñü è â ðàáîòå [1℄ ðåçîíàíñíûõ óñëîâèÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî â
îïðåäåëåííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ àòîìà ýåêòèâíûå ãàìèëüòîíèàí, äèïîëüíûé
ìîìåíò è êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà â ïîëå êîãåðåíòíîé
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âîëíû â óñëîâèÿõ êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà ïîëó÷àþòñÿ èç àíàëîãè÷íûõ âåëè÷èí
äëÿ îáû÷íîãî äâóõóðîâíåãî àòîìà â êîãåðåíòíîì ïîëå ïðè îäíîîòîííîì ðåçîíàíñå
ïóòåì çàìåíû îáðàçóþùèõ àëãåáðû óãëîâîãî ìîìåíòà íà îáðàçóþùèå ïîëèíîìè-
àëüíîé àëãåáðû (êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëèíäáëàäà äëÿ àòîìíî-îòîííîãî êëà-
ñòåðà [1℄).
Ïîíÿòèå ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû ââåäåíî â ðàáîòàõ Â.Ï. Êàðàñåâà [2, 3℄ è
î÷åíü ãðóáî ïîëèíîìèàëüíûå àëãåáðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áåñêîíå÷íîìåð-
íîå îáîáùåíèå àëãåáðû îñöèëëÿòîðîâ è àëãåáðû óãëîâîãî ìîìåíòà, àäåêâàòíîå äëÿ
îïèñàíèÿ êëàñòåðíûõ ñîñòîÿíèé èç ñïèíîâ è áîçîíîâ [24℄. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà è [1℄
äåìîíñòðèðóþò ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ íîâîãî êëàññà çàäà÷ íåëèíåéíîé è êâàíòîâîé
îïòèêè.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü èìååòñÿ îäìîäîâûé ìèêðîðåçîíàòîð, â êîòîðîì ñîäåðæàòñÿ:
1. Îäèíàêîâûå íåïîäâèæíûå ÷àñòèöû (àòîìû, ìîëåêóëû, êâàíòîâûå òî÷êè è
ò. ï.), îïèñûâàåìûå ãàìèëüòîíèàíîì
H(i)a =
∑
j
Ej |Ej〉
(i)〈Ej |
(i),
∑
j
|Ej〉
(i)〈Ej |
(i) = 1(i), 〈Ej |
(i)Ek〉
(i) = δjk,
òàê ÷òî ãàìèëüòîíèàí âñåé àòîìíîé ïîäñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ãàìèëü-
òîíèàíîâ îòäåëüíûõ àòîìîâ:
Ha =
Na∑
i=1
H(i)a .
Âåðõíèé èíäåêñ ó âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé è îïåðàòîðîâ îòìå÷àåò ïðîñòðàíñòâî ñîñòî-
ÿíèé i-ãî àòîìà.
2. Ôîòîíû ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû ÷àñòîòû ωc , õàðàêòåðèçóåìûå îïåðàòîðàìè
ðîæäåíèÿ c+ è óíè÷òîæåíèÿ c . Ïîòåðÿìè íà çåðêàëàõ, íàëè÷èåì äðóãèõ ìîä ïðå-
íåáðåãàåì. àìèëüòîíèàí îòîííîé ïîäñèñòåìû ìèêðîðåçîíàòîðà òàêîâ:
H = ~ωcN,
ãäå [N, c] = −c , [N, c+] = c+ , [c, c+] = 1 , N = c+c .
Ïóñòü ñ àòîìíî-îòîííîé ñèñòåìîé, ëîêàëèçîâàííîé â ìèêðîðåçîíàòîðå, ýëåê-
òðîäèïîëüíûì îáðàçîì âçàèìîäåéñòâóåò âíåøíåå êëàññè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
E = Eei(~κ~r−νt) + ê.ñ.,
ñ íåñóùåé ÷àñòîòîé ν , âîëíîâûì âåêòîðîì ~κ è ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ïî ñðàâíåíèþ
ñ ei(~κ~r−νt) àìïëèòóäîé E . Îïåðàòîðû âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ êîãåðåíòíûì ýëåê-
òðîìàãíèòíûì ïîëåì è îòîíàìè ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû ïðåäñòàâëåíû îáû÷-
íûìè âûðàæåíèÿìè (g  êîíñòàíòà ñâÿçè, dkj  ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà
äèïîëüíîãî ìîìåíòà àòîìà d)
V
oh
= −E
∑
i,kj
dkj |Ek〉
(i)〈Ej |
(i), Vc = g(c
+ + c)
∑
i,kj
dkj |Ek〉
(i)〈Ej |
(i).
àññìàòðèâàåìûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ íàõîäÿòñÿ â óñëîâèÿõ êîìáèíàöèîí-
íîãî ðåçîíàíñà ñ àòîìíûì ïåðåõîäîì E1 → E0 :
(E1 − E0)/~ ≡ ω0 ≈ ν − ωc, (1)
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ïðè÷åì íè ìèêðîðåçîíàòîðíàÿ ìîäà, íè âíåøíèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ, íå íàõî-
äÿòñÿ â ðåçîíàíñå ñ êàêèì-ëèáî îïòè÷åñêè ðàçðåøåííûì ïåðåõîäîì àòîìà ñ ó÷àñ-
òèåì óðîâíåé |E0〉 èëè |E1〉 . Îòñóòñòâóþò òàêæå äðóãèå äâóõîòîííûå ðåçîíàíñû
ñ ó÷àñòèåì âíåøíèõ ïîëåé, ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû è ðàññìîòðåííûõ ýíåðãåòè÷å-
ñêèõ óðîâíåé ÷àñòèöû. Ýíåðãåòè÷åñêèå àòîìíûå óðîâíè |E0〉 è |E1〉 áóäåì òàêæå
íàçûâàòü ðåçîíàíñíûìè  îíè íàõîäÿòñÿ â êîìáèíàöèîííîì ðåçîíàíñå ñ ðàññìàò-
ðèâàåìûìè ïîëÿìè, òàê ÷òî ïåðåõîä E1 → E0 ÿâëÿåòñÿ îïòè÷åñêè çàïðåùåííûì
(d10 = 0). Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç ãàìèëüòîíèà-
íà àíñàìáëÿ èçîëèðîâàííûõ àòîìîâ Ha , ãàìèëüòîíèàíà ëîêàëèçîâàííîé îòîííîé
ìîäû Hc , îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ è îòîíîâ ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû
Vc è îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ êëàññè÷åñêèì êîãåðåíòíûì ïîëåì Voh :
H = Ha +Hc + Vc + Voh. (2)
Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ âñåé ñèñòåìû |Ψ〉 èëè åå ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρ óäîâëåòâîðÿþò
îáû÷íûì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì
i~
∂
∂t
|Ψ〉 = H |Ψ〉, i~
∂
∂t
ρ = [H, ρ] (3)
ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2).
Äàëåå íåîáõîäèìî óíèòàðíî ïðåîáðàçîâàòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû |Ψ〉 è ãà-
ìèëüòîíèàí (2) ñîãëàñíî [5℄, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû
è óðàâíåíèÿ Áëîõà, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî ðåçîíàíñíûõ óðîâíåé. Ýòè ïðåîáðà-
çîâàíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì è âûðàæàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:
|Ψ˜〉 = U |Ψ〉, ρ˜ = UρU+, H˜ = UHU+ − i~U
∂
∂t
U+. (4)
Ýåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ ïðåîáðàçîâàííîãî âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ (èëè ìàòðèöû ïëîòíîñòè) àòîìîâ è îòîíîâ ìèêðîðåçîíàòîðà
i~
∂
∂t
|Ψ˜〉 = H˜ |Ψ˜〉, i~
∂
∂t
ρ˜ = [H˜, ρ˜], (5)
è, äàëåå, ïîëÿðèçàöèþ àòîìîâ ìèêðîðåçîíàòîðà P
P = Na〈Ψ|d|Ψ〉 = NaTr (ρd) = Na〈Ψ˜|D|Ψ˜〉 = NaTr (ρ˜D),
ãäå D = U dU+  ýåêòèâíûé îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà àòîìîâ ìèêðîðåçî-
íàòîðà, Na  ÷èñëî àòîìîâ ìèêðîðåçîíàòîðà. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè àòîìíî-îòîííîé
ñèñòåìû ìèêðîðåçîíàòîðà ñ÷èòàåòñÿ íîðìèðîâàííîé Tr (ρ) = Tr (ρ˜) = 1 .
2. Ýåêòèâíûå ãàìèëüòîíèàí è îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà
Åñëè ïðåäñòàâèòü óíèòàðíûé îïåðàòîð U ÷åðåç ýðìèòîâûé îïåðàòîð
U = e−iS , S+ = S,
òî ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí H˜ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî S , èñïîëüçóÿ
îðìóëó Áåéêåðà Õàóñäîðà:
H˜ = e−iSHeiS − i~e−iS
∂
∂t
eiS = H − i[S,H ]−
1
2
[S, [S,H ]]− · · · − i~e−iS
∂
∂t
eiS , (6)
Äàëåå ìîæíî ïðåäñòàâèòü îïåðàòîð S è ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí H˜ â âèäå
ðÿäîâ ïî êîíñòàíòàì âçàèìîäåéñòâèÿ
S = S(10)+S(01)+S(20)+ · · · , H˜ = H˜(00)+ H˜(10)+ H˜(01)+ H˜(11)+ H˜(20)+ · · · (7)
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Çäåñü è äàëåå ÷åðåç S(nm) è H˜(nm) îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå, èìåþùèå n-é ïîðÿäîê
ïî êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäîé (ëåâûé âåðõíèé
èíäåêñ) è m-é ïîðÿäîê ïî âçàèìîäåéñòâèþ ñ êëàññè÷åñêèì êîãåðåíòíûì ïîëåì
(ïðàâûé âåðõíèé èíäåêñ). Â ó÷åòå ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êëàññè÷åñêèì
êîãåðåíòíûì ïîëåì è ñîñòîèò ãëàâíîå îòëè÷èå ðàçëîæåíèÿ (7) è ïîñëåäóþùèõ
îò àíàëîãè÷íûõ â ðàáîòå [1℄. Äðóãîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàíåå èñïîëü-
çîâàëàñü äâóõóðîâíåâàÿ ìîäåëü àòîìà, à â íàñòîÿùåé ðàáîòå ó÷èòûâàþòñÿ âñå
àòîìíûå óðîâíè. Ïîäñòàâëÿÿ (7) â ðàçëîæåíèå (6) è ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ îä-
íîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ, ñîâïàäàþùèå ïî âèäó ñ óðàâíåíèÿìè (10)(15)
ðàáîòû [1℄, â êîòîðûõ HΓ = 0 è VΓ = Voh . Ïîëàãàÿ H˜
(01) = 0 è H˜(10) = 0 ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
S(10) = −igc
∑
i,kj
dkj
~(ωjk + ωc)
|Ek〉
(i)〈Ej |
(i) + ý.ñ.,
S(01) = −i
∑
i,kj
(
Eei(~κ~r−νt)
~(ωkj − ν)
+
E∗e−i(~κ~r−νt)
~(ωkj + ν)
)dkj |Ek〉
(i)〈Ej |
(i) + ý.ñ.,
ãäå ωkj = (Ek − Ej)/~ = −ωjk . Ïî îðìóëàì
H˜(00) = Ha +Hc, H˜
(11) = −(i/2)[S(01), Vc]
′ − (i/2)[S(10), V
oh
]′,
H˜(20) = −(i/2)[S(10), Vc]
′, H˜(02) = −(i/2)[S(01), V
oh
]′,
îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå ñëàãàåìûå ýåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà:
Heff = H˜(00) + H˜(11) + H˜(20) + H˜(02). (8)
Øòðèõ ó êîììóòàòîðîâ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ â ïðåäñòàâëå-
íèè âçàèìîäåéñòâèÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ìíîæèòåëè: äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû He íå ñîäåðæàò áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ìíîæèòåëåé, òîãäà êàê íåäèà-
ãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû He ñîäåðæàò òîëüêî ñëàãàåìûå, îïåðàòîðíî-
âðåìåííàÿ ÷àñòü êîòîðûõ èìååò âèä: |E1〉〈E0| c
+ exp(−iνt) èëè |E0〉〈E1| c exp(iνt) .
Íåñëîæíûå, íî ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèÿì
H˜(11) = gc+
∑
i
|E1〉〈E0|
(i)
Eei(~κ~r−νt)Π10(−ωc) + ý.ñ.,
H˜(02) = |E|2
∑
i,k
Πk(ν)|Ek〉〈Ek|
(i),
H˜(20) = g2
∑
i,jk
|Ek〉〈Ek|
(i) |dkj |
2
~(ωkj − ωc)
+ g2c+c
∑
i,k
|Ek〉〈Ek|
(i)Πk(ωc),
ãäå ââåäåíû ïàðàìåòðû [5℄
Πk(ν) =
∑
k′
|dkk′ |
2
~
(
1
ωkk′ + ν
+
1
ωkk′ − ν
)
,
Πnm(ν) =
∑
k
dnkdkm
~
(
1
ωkn + ν
+
1
ωkm − ν
)
= −Π∗mn(−ν).
Â ñèëó óñëîâèÿ ðåçîíàíñà (1) äëÿ ðåçîíàíñíûõ àòîìíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé
|E0〉 è |E1〉 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ Π10(ν) = Π10(−ωc) .
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Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð H˜(11) îïèñûâàåò ðåçîíàíñíûå ïåðåõîäû â ñèñòåìå ëîêà-
ëèçîâàííûõ àòîìîâ è îòîíîâ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî êîãåðåíòíîãî ïîëÿ íàïðÿ-
æåííîñòè E = Eei(
−→κ−→r −νt) + ê.ñ. Îïåðàòîð H˜(02) îòâå÷àåò ñäâèãó ýíåðãåòè÷åñêèõ
óðîâíåé â ñèëó âûñîêî÷àñòîòíîãî ýåêòà Øòàðêà âî âíåøíåì êëàññè÷åñêîì êîãå-
ðåíòíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Ýòîò æå ýåêò â ïîëå ëîêàëèçîâàííîé îòîí-
íîé ìîäû îïèñûâàþò ñëàãàåìûå H˜(20), ñîäåðæàùèå ïàðàìåòð Πk . Ñëàãàåìûå â îïå-
ðàòîðå H˜(20), íå ñîäåðæàùèå ïàðàìåòðû Πk , ñîîòâåòñòâóþò ëýìáîâñêîìó ñäâèãó
ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé.
Ïðåîáðàçîâàííûå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíî-
ñòè (5) ñ ýåêòèâíûì ãàìèëüòîíèàíîì (8) äëÿ ðåçîíàíñíûõ àòîìíûõ ýíåðãåòè-
÷åñêèõ óðîâíåé |E0〉 è |E1〉 èìåþò çàìêíóòóþ îðìó. Ýòî ïîçâîëÿåò äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è çàïèñàòü ýåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí, îòâå÷àþùèé ðåçîíàíñíîìó
óñëîâèþ (1), â âèäå
H(e) = H
l
+HSt
l
+ V
l-oh
, (9)
ãäå H
l
= H ′a + H
′
c + H
(St)
 ãàìèëüòîíèàí ëîêàëèçîâàííîãî â ìèêðîðåçîíàòîðå
êëàñòåðà èç àòîìîâ è îòîíîâ, V
l-oh
- îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíî-îòîííîãî
êëàñòåðà ñ êëàññè÷åñêèì êîãåðåíòíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, HSt
l
 îïåðàòîð
øòàðêîâñêîãî ñäâèãà óðîâíåé àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà.
àìèëüòîíèàí H
l
ëîêàëèçîâàííîãî â ìèêðîðåçîíàòîðå êëàñòåðà èç àòîìîâ è
îòîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðàìè:
 ãàìèëüòîíèàíîì ¾èçîëèðîâàííûõ¿ àòîìîâ (äèàãîíàëüíîãî âèäà)
H ′a = ~ω
′
0R3
ñ ÷àñòîòîé ïåðåõîäà ìåæäó óðîâíÿìè |E0〉 è |E1〉 , ó÷èòûâàþùåé ëýìáîâñêèå ñäâèãè
ω′0 = ω0 + g
2
∑
j
(
|d1j |
2
~2(ω1j − ωc)
−
|d0j |
2
~2(ω0j − ωc)
);
 ãàìèëüòîíèàíîì ëîêàëèçîâàííûõ îòîíîâ (äèàãîíàëüíîãî âèäà)
H ′c = ~ω
′
cN
ñ ÷àñòîòîé ëîêàëèçîâàííîé ìîäû
ω′c = ωc + g
2(Π0(ωc) + Π1(ωc)/2;
 îïåðàòîðîì øòàðêîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îòîííîé è àòîìíîé ïîäñèñòåì
àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà (äèàãîíàëüíîãî âèäà)
H(St) = ~Π(St)NR3, Π
(St) = g2(Π1(ωc)−Π0(ωc)).
Âçàèìîäåéñòâèå àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà ñ âíåøíèì êîãåðåíòíûì ïîëåì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîðàìè:
V
l-oh
= gc+R+Ee
i(~κ~r−νt)Π10(−ωc) + ý.ñ., H
St
l
= |E|2(Π1(ν)−Π0(ν))R3.
Íàêîíåö ââåäåíû ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå su(2)-àëãåáðû, îïèñûâàþùèå ðåçî-
íàíñíûå ïåðåõîäû â àòîìíîé ïîäñèñòåìå
R3 =
1
2
∑
i
|E1〉〈E1|
(i)−
1
2
∑
i
|E0〉〈E0|
(i), R+ =
∑
i
|E1〉〈E0|
(i), R− =
∑
i
|E0〉〈E1|
(i)
ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè [R+, R−] = 2R3 , [R3, R±] = ±R± .
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àìèëüòîíèàí àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà H
l
îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçóþùèìè
äâóõ ðàçëè÷íûõ àëãåáð: àëãåáðû îñöèëëÿòîðîâ (èëè åéçåíáåðãà Âåéëÿ)  c , c+
è N  è àëãåáðû óãëîâîãî ìîìåíòà  R− , R+ è R3 . Ýòî ðåçóëüòàò èñïîëüçîâàííîé
ñòàíäàðòíîé ñõåìû êâàíòîâàíèÿ è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ýòî íåóäîáíî. Ñëåäóÿ [14℄,
âûðàçèì ãàìèëüòîíèàí ÷åðåç íîâûå îïåðàòîðû, êîòîðûå ïîçâîëÿò êîðî÷å è íà-
ãëÿäíåå ïðåäñòàâèòü èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí. Âèä îïåðàòîðîâ V
l-oh
è H ′a + H
′
c
ïîäñêàçûâàåò, ÷òî óäîáíî ââåñòè íîâûå îïåðàòîðû X0 , X± ïî îðìóëàì:
X− = cR−, X+ = c
+R+, X0 = (R3 +N)/2. (10)
Ïðè ýòîì îïåðàòîðû X− , X+ è X0 îêàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè ïîëèíîìèàëüíîé
àëãåáðû òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè
[X0, X±] = ±X±, [X−, X+] = pn(X0 + 1)− pn(X0) (11)
è õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì
X+X− = pn(X0) = c0
n∏
i=1
(X0 − qi) (12)
òðåòüåãî ïîðÿäêà (n = 3) ñ ïàðàìåòðàìè
c0 = −1, q1 = (r −X)/2, q2 = (X − 3r)/2, q3 = (X + r)/2 + 1. (13)
Îïåðàòîðû
X = N −R3 + r, R
2 = R+R− +R
2
3 −R3 = R−R+ +R
2
3 +R3
ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà ðàññìàòðèâàåìîé ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû, ïðè-
÷åì íà íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà X íåîòðè-
öàòåëüíû, à îïåðàòîðà R3 ðàâíû r(r + 1) . Áóäåì íàçûâàòü îïèñàííóþ ïîëèíîìè-
àëüíóþ àëãåáðó ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðîé àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà, ïîñêîëüêó
îáðàçóþùèå ýòîé ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû è åå îïåðàòîðû Êàçèìèðà ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿþò ýåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà:
Hcl = ~(ω
′
0 + ω
′
c)X0 + ~(ω
′
0 − ω
′
c)(r −X)/2 + ~Π
(St)(X20 − (r −X)
2/4),
V
l-oh
= gX+Ee
i(~κ−→r −νt)Π10(−ωc) + ý.ñ.,
HSt
l
= |E|2(Π1(ν)−Π0(ν))(X0 −X/2 + r/2).
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà ïîëèíîìèàëüíàÿ àë-
ãåáðà ñîâïàëà ñ ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðîé, âîçíèêàþùåé â çàäà÷å Òàâèñà Êàì-
ìèíãñà [6℄, õîòÿ â ìîäåëè Òàâèñà Êàììèíãñà ðåàëèçóåòñÿ îäíîêâàíòîâûé ðåçîíàíñ
ëîêàëèçîâàííîé îòîííîé ìîäû ñ àòîìíûì ïåðåõîäîì, òîãäà êàê ó íàñ âûïîëíå-
íî óñëîâèå äâóõêâàíòîâîãî êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàíñà (1). Êðîìå òîãî, ïðè ó÷åòå
âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ è/èëè îòîíîâ ìèêðîðåçîíàòîðà ñ ëþáûìè âíåøíèìè ïî-
ëÿìè â ìîäåëè Òàâèñà Êàììèíãñà ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è íåëüçÿ âûðàçèòü òîëüêî
÷åðåç îáðàçóþùèå ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè ñðåäû âîñïîëüçóåìñÿ îðìóëîé Áåéêåðà Õàóñ-
äîðà äëÿ îïåðàòîðà ýåêòèâíîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà è îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì
ïîðÿäêîì ðàçëîæåíèÿ ïî êîíñòàíòàì ñâÿçè:
D ≈
∑
i,kj
dkj |Ek〉〈Ej |
(i) − i
∑
i,kj
(S(01) + S(10))dkj |Ek〉〈Ej |
(i) +
+ i
∑
i,kj
dkj |Ek〉〈Ej |
(i)(S(01) + S(10)). (14)
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Íåðåçîíàíñíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ ñëàãàåìûìè
D ≈ −i
∑
i,k,j
S(01)dkj |Ek〉〈Ej |
(i) + i
∑
i,k,j
dkj |Ek〉〈Ej |
(i)S(10),
P
nonres
= 4πχ(1)
′
E, χ(1)
′
= −
1
4π
Tr (ρ˜
∑
i,k 6=0,1
Πk(ν)|Ek〉〈Ek|
(i)).
Âûðàæåíèå äëÿ ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè χ(1)
′
(øòðèõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñëà-
ãàåìûõ, îïðåäåëÿåìûõ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ρ˜ ñ ó÷àñòèåì ðåçîíàíñíûõ óðîâíåé
|E0〉 è |E1〉), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó âûðàæåíèþ äëÿ íåâçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé àòîìîâ: χ(1)
′
= −
N ′a
4π
Tr (
∑
k 6=0,1
ρ˜
(1)
kkΠk(ν)) ( ρ˜
(1)
kk  äèà-
ãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îäíîàòîìíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè [5℄, N ′a  ÷èñëî
íåðåçîíàíñíûõ àòîìîâ), ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèÿ àòîìîâ íà óðîâíÿõ |E0〉 è |E1〉 ïåðå-
ïóòàíû êàê ìåæäó ñîáîé, òàê è ñ îòîííîé ïîäñèñòåìîé.
Ïîëÿðèçàöèÿ àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà îïðåäåëÿåòñÿ ýåêòèâíûì îïåðà-
òîðîì äèïîëüíîãî ìîìåíòà êëàñòåðà (14) ñ îïåðàòîðàìè S(01) , S(10) è ïðîåêöè-
îííûìè îïåðàòîðàìè òîëüêî íà àòîìíûå ñîñòîÿíèÿ |E0〉 è |E1〉 . Â ïîëå âîëíîâîãî
ïàêåòà ñ íåñóùåé ÷àñòîòîé ν â óñëîâèÿõ (1) ïîëÿðèçàöèÿ àòîìíî-îòîííîãî êëàñòå-
ðà íàâîäèòñÿ êàê íà ÷àñòîòå âíåøíåãî ïîëÿ ν , òàê è íà êîìáèíàöèîííûõ ÷àñòîòàõ
2ν è ν ± ω0 . Ïîÿâëÿåòñÿ òàêæå êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
êëàññà êîãåðåíòíûõ ïåðåõîäíûõ ýåêòîâ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíè-
åì ïîëÿðèçàöèè àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà íà ÷àñòîòå âíåøíåãî ïîëÿ P
l
(ν) . Ýòà
ïîëÿðèçàöèÿ äàåòñÿ âûðàæåíèåì
Pcl(ν) =
1
2
(N ′a −Na) [Π0(ν) + Π1(ν)E + (Π0(ν) −Π1(ν)] Tr (ρ˜R3)E + Tr (ρ˜Dl),
D
l
= −gΠ01(ωc)X− − gΠ10(−ωc)X+. (15)
Òðåòüèì ñëàãàåìûì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ áóäåì ïðåíåáðåãàòü, ïîëàãàÿ âåëè-
÷èíó (Π1(ν) −Π0(ν)) ìàëîé:
|Π10(−ωc)| ≫ |Π1(ν) −Π0(ν)|. (16)
Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà ïðè íàëè÷èè â àòîìå êâàçèðåçîíàíñíîãî óðîâíÿ |Eq〉 ,
òàêîãî, ÷òî äèïîëüíûé ïåðåõîä Eq → E1 ¾ñèëüíåå¿ ïåðåõîäà Eq → E0 , òî
åñòü |d1q| ≫ |d0q| . Òîãäà ìîæíî îæèäàòü, ÷òî áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
|Π1(ωc)| ≫ |Π10(−ωc)| ≫ |Π0(ν)| â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äèïîëüíûìè ìîìåí-
òàìè è |Π10(−ωc)| ≫ |Π1(ν)| â ñèëó îòñóòñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàçèðåçîíàíñ-
íîãî óðîâíÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ó÷åòå ýòîãî ñëàãàåìîãî ïîëÿðèçàöèÿ àòîìíî-
îòîííîãî êëàñòåðà ïî-ïðåæíåìó âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå ïîëèíîìèàëüíîé
àëãåáðû àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà, ïîñêîëüêó R3 = X0 − (r −X)/2 íà íåïðèâî-
äèìîì ïðåäñòàâëåíèè.
Îêîí÷àòåëüíî, ïåðåîïðåäåëÿÿ P
nonres
è P
l
(ν) , èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
äëÿ ïîëÿðèçàöèè P (ν) ñèñòåìû íà ÷àñòîòå ν â ïîëå êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû E = Eei(~κ~r−νt) + ê.ñ. :
P (ν) = P
nonres(ν) + Pl(ν), (17)
P
nonres
(ν) = 4πχ(1)E, P
l
(ν) = Tr (ρ˜Dcl).
Ëèíåéíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü
χ(1) = −
1
4π
Tr (ρ˜
∑
i,k 6=0,1
Πk(ν)|Ek〉〈Ek|
(i)) +
1
8π
(N ′a −Na)(Π0(ν) + Π1(ν))
áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòð òåîðèè.
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3. Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ðàçâèòîé òåîðèè. Îïòè÷åñêàÿ íóòàöèÿ
Ïóñòü ïîëóïðîñòðàíñòâî z ≥ 0 çàïîëíåíî îäèíàêîâûìè ìèêðîðåçîíàòîðàìè áåç
îòîíîâ è îäíèì è òåì æå êîëè÷åñòâîì àòîìîâ âíóòðè êàæäîãî. Íà ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî â íàïðàâëåíèè îñè z ïîäàåòñÿ èìïóëüñ êîãåðåíòíîãî êëàññè÷åñêîãî ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷àñòîòû ν , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðåçîíàíñà (1). Â îáú-
åìå ïîðÿäêà äëèíû âîëíû ïîìåùàåòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî àòîìíî-îòîííûõ
êëàñòåðîâ è èõ ïëîòíîñòü ðàâíà n
l
. Ñ÷èòàåì, ÷òî àìïëèòóäà íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðîìàãíèòíîé âîëíû èìååò ïðÿìîóãîëüíóþ îðìó:
E = 0, t < 0, E = a, t ≥ 0,
à åå çíà÷åíèå äîñòàòî÷íîé, ÷òîáû ïðåíåáðå÷ü ñïîíòàííûì ðàñïàäîì àòîìíî-îòîí-
íîãî êëàñòåðà. Ïîýòîìó äèíàìèêà àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà â ïîëå êëàññè÷åñêîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà:
i~
∂
∂t
|Ψ˜〉 = (H
l
+HSt
l
+ V
l-oh
)|Ψ˜〉.
Âîñïîëüçóåìñÿ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ îáðàçóþùèõ ïîëèíîìèàëüíîé
àëãåáðû â ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà X > 2r , Na = 2r (ñì. [1℄,
îðìóëà (28)). Äëÿ ïðîñòîòû è îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t = 0 ñîñòîÿíèå àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà îïèñûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì |− r〉 îïåðàòîðà R˜3 ( r˜ = r ). Òîãäà äëÿ àìïëèòóä âåðîÿòíîñòè Cm , |Ψ˜〉 =
=
r∑
m=−r
Cm|m〉 , èìååì óðàâíåíèÿ
i~
∂
∂t
Cm = 〈m|(Hl +H
St
l
+ V
l-oh
)
r∑
m′=−r
C′m|m
′〉,
â êîòîðûõ óäîáíî ïåðåéòè ê ìåäëåííî ìåíÿþùèìñÿ ïåðåìåííûì
Cm = Cm exp(−iνmt− iω
′
c(X − r)t+ im~κ~r).
Òîãäà ïîëó÷èì
d
dt
Cm = i2δmCm − iΠ
(St)m2 Cm −
− i Cm−1Λ〈m|X+|m− 1〉 − i Cm+1Λ
∗〈m|X−|m+ 1〉, (18)
ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåíîðìèðîâàííîé îòñòðîéêè δ îò ðåçîíàíñà
2δ = ν − (ω′0 + ω
′
c)−Π
(St)(X − r) è ÷àñòîòû àáè Λ = gaΠ10(−ωc)~
−1
.
Ïîëÿðèçàöèÿ ñðåäû àòîìíî-îòîííûõ êëàñòåðîâ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
P = n
l
r∑
m=−r
gΠ01(ωc)C
∗
m Cm+1〈m|X−|m+ 1〉 +
+ n
l
r∑
m=−r
gΠ10(−ωc)C
∗
m Cm−1〈m|X+|m− 1〉,
èëè â ìåäëåííûõ àìïëèòóäàõ
P = − exp(i~κ~r − iνt)n
l
r∑
m=−r
gΠ01(ωc)C
∗
m Cm+1〈m|X−|m+ 1〉+ ê.ñ. ≡
≡ P exp(i~κ~r − iνt) + ê.ñ. (19)
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èñ. 1. Îïòè÷åñêàÿ íóòàöèÿ íà àòîìíî-îòîííîì êëàñòåðå: ïîâåäåíèå òðåõóðîâíåâûõ àòî-
ìîâ â îòñóòñòâèå ðàññòðîéêè è øòàðêîâñêîãî ñäâèãà; âðåìÿ (ïî îñè àáñöèññ) çàäàíî â
îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ
Ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ àìïëèòóäà ε ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñèãíàëà îòêëèêà â
íåêîòîðîé òî÷êå z ñðåäû ïðåäñòàâëÿåòñÿ îðìóëîé [5℄
ε = 2πiκzP,
ïðè÷åì èíòåíñèâíîñòü ñóììàðíîãî ñèãíàëà, óñðåäíåííàÿ ïî ïåðèîäó áûñòðûõ êî-
ëåáàíèé, îïðåäåëÿåòñÿ [5℄
I =
ca2
2π
(
1 + 2
Re ε
a
)
. (20)
Îñíîâíûì îòëè÷èåì îïòè÷åñêîé íóòàöèè íà àíñàìáëå àòîìíî-îòîííûõ êëà-
ñòåðîâ îò îïòè÷åñêîé íóòàöèè â ñðåäå äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå
ìîäóëÿöèè îïòè÷åñêîé íóòàöèè. Ìîäóëÿöèÿ ðàçëè÷íà äëÿ êëàñòåðîâ ñ ðàçíûìè
çíà÷åíèÿìè r è X îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà. Ê òîìó æå îíà äîïîëíèòåëüíî çàâèñèò
êàê îò ïåðåíîðìèðîâàííîé îòñòðîéêè δ , òàê è îò ïàðàìåòðà øòàðêîâñêîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ Π(St) . Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ãðàèê îòíîðìèðîâàííîé âåùåñòâåííîé
÷àñòè ε àìïëèòóäû, îïðåäåëÿþùåé èíòåíñèâíîñòü âîëíû ïî îðìóëå (20). Ïðåäïî-
ëîæåíî, ÷òî àòîìíî-îòîííûå êëàñòåðû ñðåäû èìåþò ïî òðè àòîìà è δ = Π(St) = 0 .
Íàïîìíèì, ÷òî íóòàöèîííûå êîëåáàíèÿ â ñëó÷àå äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ â àíàëî-
ãè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñèíóñîèäàëüíîé óíêöèåé [5℄.
Çàêëþ÷åíèå
Ïðîäåìîíñòðèðîâàííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðàçëè÷èå îäíîãî èç îñíîâíûõ
êîãåðåíòíûõ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ  îïòè÷åñêîé íóòàöèè  â ñëó÷àÿõ àòîìíî-
îòîííîãî êëàñòåðà (â îòñóòñòâèå øòàðêîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îòîííîé
è àòîìíîé ïîäñèñòåìàìè) è îáû÷íûõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ îáóñëîâëåíî ëèøü ðàç-
íèöåé â êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèÿõ äëÿ îáðàçóþùèõ ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû
(11) è àëãåáðû su(2) . Åñëè â ãàìèëüòîíèàíå àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà (9), óðàâ-
íåíèÿõ Áëîõà (18), ïîëÿðèçàöèè ñðåäû (19) ïðîèçâåñòè ïðè Π(St) = 0 çàìåíû
X0 → R3, X± → R±,
òî ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí, óðàâíåíèÿ Áëîõà è ïîëÿðèçàöèþ îáû÷íûõ äâóõóðîâ-
íåâûõ àòîìîâ â ðåçîíàíñíîì êîãåðåíòíîì ïîëå, ïðè÷åì íàõîäÿùèõñÿ â óñëîâèÿõ
îäíîîòîííîãî ðåçîíàíñà, òîãäà êàê àòîìû àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà íàõîäÿòñÿ
ïðè êîìáèíàöèîííîì (äâóõêâàíòîâîì) ðåçîíàíñå. Òàêîå çàìå÷àòåëüíîå ñîâïàäåíèå
ïîëó÷àåòñÿ ëèøü ïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ (16) è Π(St) = 0 . Â îáùåì ñëó÷àå
äèíàìèêà àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà òàêæå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèíîìè-
àëüíîé àëãåáðîé àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà, íî òàêîé àíàëîãèè ñ äâóõóðîâíåâûìè
àòîìàìè íåò. àçâèòûé â ñòàòüå ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò íå òîëüêî îáîñíîâûâàåò
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ââåäåíèå àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà êàê ýëåìåíòàðíîãî èçëó÷àòåëÿ, íî è äàåò
àäåêâàòíóþ îñíîâó äëÿ àíàëèçà ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ýåêòîâ íåëèíåéíîé îïòèêà
ñ ó÷àñòèåì àòîìíî-îòîííûõ êëàñòåðîâ. Ïðè ýòîì âñëåäñòâèå ñïåöèèêè êîììóòà-
öèîííûõ ñîîòíîøåíèé ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû â òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíî-
îòîííîãî êëàñòåðà ñ ðåçîíàíñíûìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïîëÿìè ïîÿâëÿåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ îïåðàòîðîì Êàçèìèðà X . Â ðåçóëüòàòå äè-
íàìèêà àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà âî âíåøíåì ðåçîíàíñíîì êîãåðåíòíîì ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ïîëå õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì.
Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîåññîðó Â.Â. Ñàìàðöåâó çà ïðèãëàøåíèå
ïðî÷èòàòü ëåêöèþ íà XIII Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå ¾Êîãåðåíò-
íàÿ îïòèêà è îïòè÷åñêàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ¿, ÷àñòü êîòîðîé ëåãëà â îñíîâó íàñòîÿùåé
ñòàòüè.
Summary
A.M. Basharov. Eetive Hamiltonian of Atom-Photon Cluster in a Resonant Coherent
Field.
The eetive Hamiltonian, dipole moment operator and Bloh equations have been
obtained for desribing oherent transients produed by the resonant interation of lassial
eletromagneti wave with atoms and photons loalized in miroavity. Optial nutation in
an artiial medium of idential atom-photon lusters has been onsidered as an example of
appliation of the developed theory.
Key words: atom-photon luster, polynomial algebra, Casimir operator, miroavity,
Lindblad equations, Tavis Cummings model.
Ëèòåðàòóðà
1. Áàøàðîâ À.Ì. Óðàâíåíèÿ Ëèíäáëàäà â îáðàçóþùèõ ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû äëÿ
îïèñàíèÿ èçëó÷åíèÿ àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà // Ó÷åí. çàï. Êàçàí. óí-òà. Ñåð.
Ôèç.-ìàò. íàóêè.  2009.  Ò. 151, êí. 1.  Ñ. 3342.
2. Êàðàñåâ Â.Ï. Ïîëèíîìèàëüíûå äåîðìàöèè àëãåáðû Ëè sl(2) â çàäà÷àõ êâàíòîâîé
îïòèêè // Òåîð. è ìàòåì. èçèêà.  1993.  Ò. 95,  1.  Ñ. 319.
3. Karassiov V.P. G-invariant polynomial extensions of Lie algebras in quantum many-body
physis // J. Phys. A: Math. Gen.  1994.  V. 27, No 1.  P. 153165.
4. Áàøàðîâ À.Ì. Òåîðèÿ ñâåðõèçëó÷åíèÿ â ðåçîíàòîðå êàê ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïîëèíî-
ìèàëüíûõ àëãåáð // XII Ìåæäóíàð. ìîëîä. íàó÷. øê. ¾Êîãåðåíòíàÿ îïòèêà è îïòè-
÷åñêàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ¿: Ñá. ñò.  Êàçàíü: Êàçàí. ãîñ. óí-ò, 2009.  Â. 12.  Ñ. 34-42.
5. Maimistov A.I., Basharov A.M. Nonlinear optial waves.  Dordreht: Kluwer Aademi,
1999.  XIII+650 p.
6. Vadeiko I.P., Miroshnihenko G.P., Rybin A.V., Timonen J. An algebrai approah to
the Tavis  Cummings problem // Phys. Rev. A.  2003.  V. 67, No 5.  P. 053808-1
053808-12.
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ
18.01.10
Áàøàðîâ Àñõàò Ìàñõóäîâè÷  êàíäèäàò èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ñòàðøèé
íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè íåëèíåéíîé îïòèêè ÍÖ ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿,
ã. Ìîñêâà.
E-mail: basharovgmail.om
